DETERMINANTES

DEFINICION DE DETERMINANTE:

a2 o 0 _ - .
Sea A= g 1 © ~unamatrizde (2x2). Definimos el determinante de A como:
a1 axg
det A= djqdy - apan
apn  ap
axn azp
El determinante de una matrizesuna funcion“ f” tal que, atoda matriz cuadrada A que

Con frecuencia denotado como: |Al =

pertenece al conjunto R(nxm) , leasigna o le hace corresponder un escalar “ k™ que perteneceal
conjunto de los reales

Snmbdlicamente: A= f : RI™™M ® Ratodo Al R(™™M)easignaunt kK'1 R

DETERMINANTE DE UNA MATRIZ DE (3 x 3)
METODO DE LAPLACE

El método de Laplace nos permite calcular determinantes de (n x n) . Es un método aplicable a

matrices de cualquier dimension ( 3x3)(4x4); (5x5);....... {nxn).

Para entender €l desarrollo de este método, debemos definir previamente que se entiende por
menoresy cofactores.

Sea A unamatriz e orden “n” denotaremoscon M; ja lamatriz de orden (n - 1) que se obtiene

a partir de A diminando a fila “i” y la columna “j” de A . El determinante de esta matriz M ij e



denomina menor del elemento a;" de Ay definiremos € cofactor de " aij" , denotado por C;;

J Iy’
como & menor signado

Cy = (- 1)I+J‘Mij‘
Por gemplo
&8 5 290
¢ 9 3 5 5 2
Dado: A=¢c4 2 3+ entonces M33=4 , M21=‘2
&1 2 4y

y ademés el signo sera

Car = (- 9 >

2

3+3

j:-(a- 20)=14 ; Cy =(- 1)*"

j:-(20-4):—16

Fécilmente podemos observar que € signo (- 1)' *l gue acompafia a |los menores forma una

matriz cuadrada |o que podriamos denominar una matriz de signos alternados , teniendo en cuanta que
siempre quedara sobre la diagonal principal signos positivos.

3 & -+t -0
83’ ) +9 ¢ - 4l
Matriz(3x3) =& + -+ |\/|atriz(4x4):g+ .

+ - +7 T
& e ‘é- + -ty
En e método de Laplace, el determinante de unamatriz A de orden ( n x n)esigua alasuma
de los productos obtenidos multiplicando todos los elementos de una linea (fila o columna) por sus
respectivos cofactores. Siempre se debera elegir unafila o columna por la cua se desarrollard € método
para calcular € determinante, cualquiera sea la fila o columna que se dija € resultado del determinante
sera siempre e mismo.-

|Al =a;;Ciy +8;,Ci, +a3Ci3 desarrolladoporlafila" i"

|4 =ay;Cyj +a,;Cy; +a3;Cy; desarrollado por lacolumna™ j*

Ejemplo:
@ 2 306
Sa A=C0 2 41
&3 2 1

Desarrollaremos por la 2° fila:

1
3

|A4 — O.(- 1)2+1

2 3 2+2
) Jl+2(-1)

3 j P

2Jzo.(z- 6)+2(1- 9)- 4(2- 6)=0

Desarrollaremos por la 3° columna:

j +4(- 1)

0
3

| 4 — 3.(_ 1)1+3

1 2 343
3 J+1.( l)

2J::%.(o- 6)- 4(2- 6)+1(2- 0)=0



Desarrollaremos por la 1° fila:

+ 2.(_ 1)1+2

2 4
2 1

|A4 =1.(_ 1)1+1

3 j=1.(2- 8)- 2(0- 12)+3(0- 6)=0

0 1+3|0
0 j+3.(- )

De esta manera se muestra que cualquiera sea la fila o columna que se €dlija para cacular €
determinante e resultado sempre sera el mismo.-

METODO DE SARRUS

Este es un método que no funciona para determinantes de (nxn) S n>3. Vaedecir s

tenemos un determinante de (4x4); (5x5); (6X6).....(n xn) este método no es aplicacion.-

El método consiste en plantear € determinante repitiendo las dos primeras filas o las dos
primeras columnas, simbdlicamente:

Repitiendo filas A =as>dn g

Para calcular se procede de la siguiente manera:

W = (a11a22 agz taynaxp a3z tagap a23) - (a31a22a13 tapazpax tandp a33)

‘al_]_\ 312 \ajg all, ﬁ]_z,
Repitiendo columnas: |A4 =lay ~a;>2 azg»\ a21» a22

831 832« ~a§8: 3.31 . 3.32
~ ‘\\\\ \
+ A+ 4

Para calcular se procede de la siguiente manera:

H = (allazzazs +apaxgag + a13a21a32)- (331322313 tagpaypga t+ a33a21a12)

1 2
Ejemplo: Cdcula: [A =0 2
3 2



>

1
O F w o F
NN NN

A =[@2.2)+(0.2.3)+(324)]- [(323) +(1.2.4) + (0.22)] = (2+0+24)- (18+8+0)=0

Si repetimos las columnas.

A =[(L2.2)+(24.3) +(30.2)- [(32.3) + (24.1) +(1.0.2)| = (2+ 24+0) - 18+8+0)=0

PROPIEDADESDE LOSDETERMINANTES

Los determinantes tienen muchas propiedades que pueden facilitar € cdculo. Se describiran
algunasde dlas.

Propiedad N° 1. S cualquier fila o columnas del determinante es el vector cero, entonces: |A4 =0

an ap a3
IA=|0 0 0|®|A=0

dz; Az Aagg

1 O
Ejemplo:  |[A =2 0 5=0
1 0

Propiedad N° 2: Si la i-ésma filao la j-esma columna estdn multiplicadas por una constante,
entonces todo €l determinante esta multiplicado por la misma constante. -

Ka;; Kap Kags Q1 42 A
A= do doyo dog| = K dy; Ay dpg

dz; azp az3 dz; dzx ag

2 4 1 2 4
Ejemplo: [A=|8 -6 10=24 -3
1 O 4 1 0 4
Si resolvemos ambos miembros se verificard que se cumple laiguadad



2 4 1

A=l -6 10:1~4 14#2 1J+
1 0 4 -6 1 8 1

2
P I T ol P 43:2{(20+3)+4(-6-16)]:-130
-3 9 |4 5 |4 -3;

4
A=24 -3
0

Podemos ver con este ggemplo el cumplimiento de la propiedad.-

2 4
4{8 6‘ = (40+6)+4(- 12- 32)=-130

»

1

Propiedad N° 3:
@ ap apd @1 bp &30 @ ap tbhp a3 @
Sean: A:Qazj_ dx» a23— ; B:(;az]_ b22 azs— C=9a21 dx» +b22 323—
Saz am amg Sag by amg Saz ap+by amy
Entonces: |C| = H + |B|
Ejemplo:
2 2 30 2 5 30 % 7 30
A=0 -1 41 ; B={0 -4 4: C=¢0 -5 4:
&3 2 -5 &3 3 -55 &3 5 -55
1 2 3 1 5 3 1 7 3
A=[0 -1 4|=30 |B/=j0 -4 4/=104 |C|=|0 -5 4 |=134
3 2 -5 3 3 - 3 5 -5

Propiedad N° 4 : S se intercambian las posiciones de dos filas 0 de s columnas €l resultado del
determinante estara afectado por un signo negativo:

d11 a2 A3 dpy) ap ap

A=lay ayp axg|=(-1)a;; a;p a3| (Intrcambiando dosfilas)
dz) azx ag dz; azp as3

dj1 dpp a3 a1 3 a2

A=lay ayp ax|=(-1)ay, ay axn| (Intrcambiando doscolumnas)
gz azx ax; dz) dz dazp



M=l1 0 d=-(-1)° J+ar T-3 J=(-2-3)+0(-1- 6)- H1- 4)=4
_ 1 -1 2 -1 2

Seresuelve d determinante por Laplace. Ahorasi cambiamos de posicion por gemplo la20y 3°
fila, tendremos:

3
1 - 2 -1 |2 1|6
ot 1 1

=(-D|A3- 0)- 26-1)+30+1)|=4

N B

A =

O = N

-1

Claramente podemos observar que los resultados son igudes, o mismo ocurre s se
intercambian dos columnas entre 5. -

Propiedad N°5: S la Matriz A tienedosfilaso doscolunnasigualesentonc&W =0

a1 ap a3 11 3 A3
|A4:all dpp {3 =0 ; |A4:a21 dog dog =0
dz Az azx3 d31 Az agx3
Ejemplo:
1 2
2 3 1 3 1
A=|1 2 :(1)1 -22 + 5 =(-2-3)- A-1-6)+31- 4)=0
2 1 -1 ) )
1 1 5
1 3 1 3 1 1
A=p 1 3[=(1 - + =(-1- 6)- (-1- 6)+52- 2)=0
> 2 2 - 2 - 2

Propiedad N° 6: S una fila o columna deA es una combinacion lineal de otra fila, entonces W =0
Se demostrara esta propiedad con un gjemplo:

6 10 3 5 4
A=|3 5 4/=23 5 4=0
2 1 -1 |2 1 -

En e determinante del primer miembro vemos claramente que en apariencia no hay filas o
columnas iguales, pero en & segundo miembro vemos que la primera fila es igua a la segunda fila pero
multiplicada por una constante.-

Propiedad N° 7: S unafila esla suma de las otras dos filas, entoncesH =0, lo mismo ocurrecon las
columnas;




A= :1)) 4=%1 j-%l :‘ﬁl W:2(9-16)-3(9-12)+5(4-3):0
4 3 3 4

En este caso latercera fila es la suma de la primera con la segunda

Propiedad N° 8: Dada una matriz A de (n x n) entonces: H = ‘At‘ el determinante de A esigual al
determinante de A transpuesta.

a1 dp 3| |1 Ay a3z
A=lay axp axg|=|ap ax ag

dz Qazx dazz| |3 aAx3 azxz

Ejemplo:
L2 2 1 3 1
|,A4:1 0 :-(1)‘1 jH{Z J%Z j:(-l)(2-3)+0(1- 6)- 3(1- 4)=10
2 1 1
112 , ,
t] — — _ — - - - - =
‘A‘-; ;) 1_(1)‘3 i' (1)‘3 i'+23 ?j (1)(0- 3)- (1)(2- 3)+2(6- 0)=10

Propiedad N°9: Sean Ay B matricesde ( n x n), entonces: |A.B| = | AHB|

&y ap 0 aby b o
=~ B= = (A)B)=
: gbn by g (AXB)

a@1by1 +apbyy ay1bpp +apby 0
gaZl a2 g

A= 9
gaZlb.Ll +axnhy ax by +axnby g

Para demostrarlo calculamos estos tres determinantes:
A =(anay - axap) ;i |B=(buby - bybp)
|AIB| = (1182 - axap )(bubzs - babr) =

|A||B| = ag3a0b11b2 - 1182001015 - @y apbiiby +ayapbybn (i)

Si caculamos @ determinante del producto matricia tendremos
|AB| = (ag1b11 + @by Naxbi +anby )- (axnby +axby (&b +apby)
|AB| = (allblla21b12 + 3,001 85,05, + 35,0585, + a12b21a22b22) -

(a21b11a11b12 + a1 89,05, + @by, + a22b21a12b22)



Luego s diminamos los paréntesis y simplificamos, se tendr&:

|AB| = ayjanbyiby - 18 bnbio - anapbiyby +ayapbyby, (i)

Lasexpresiones (i )y (ii) soniguales.-

Ejemplo:
A:aé 22’ B:aé 42 B:aé6 142
3 44 57 S5y 534 324
-t =4-6=-2 —2 =10- 28=-18 ® B| =36
A=|, J=4-6=-2 ;|g=[; =10-28= Alg) =
16

|AB| :‘ 14‘ =512- 476 =36
32

34

INVERSA DE UNA MATRIZ DE ORDEN N . MATRIZ DE COFACTORES — MATRIZ
ADJUNTA.

Se havisto en la Unidad de Matrices como encontrar lainversade unamatriz de (2x 2).

Pero queda la posibilidad de tener que determinar la inversa de una matriz cuadrada de orden
mayor quedos, osea(3x3); (4x4);(nxn).-

Para poder determinar lainversa en estos casos debemos hacer uso de matrices especiales como
ser lamatriz de los cofactores y matriz adjunta.-

Cuando se determina la inversa de una natriz debemos pedir que se cumpla la siguiente
igualdad:

AAT=ATA=] (i)

Donde A l:Matrizinversaa determinar | : Matriz Identidad
Para hallar lainversa de unamatriz de orden 3, se usara la siguiente expresion:

a1 ..
Al=—= AdiA
A

i AdjA: Adjunta de A
Donde: | ¢ ¢
1 AdjA = (Cofact.A)' ; Donde (Cofact.A)" : Cofactoresde A transpue sta

De laexpresion (i) surge claramente que debera ser H 1 0 para que la matriz A admita

inversa; en caso de ocurrir que W =0 estamos en condiciones de afirmar que la matriz no admite
inversa.-

MATRIZ DE COFACTORES

Para poder determinar la matriz de |os cofactores se debera proceder de la siguiente manera:



@1 8 30
Dada A=cay axp ap+ paradeterminar lamatriz de los cofactores debemos tener en cuanta la
3 ap agpp

regla de los signos ya considerada cuando se aplicd € método de Laplace, vale decir aij = (— 1)i+j ,

nuestro objetivo sera encontrar una matriz con |os siguientes el ementos.

8@11 €2 €130
CofacA=¢Cx Cxp Cx+
8031 Cx Cxg

Para determinar |os elementos C;; ,

columna que convergen a esa posicion

podemos decir que & mismo queda determinado a anular lafilay la

¢ - . Ay Ao
A=cd8xn axp axpg+ entoncese determinante quereemplazaa ayq €s ¢y = ,dela
- azx ax
g 31 dx amyg
misma manera se deben determinar todos los demés determinantes, como por g emplo:
¢ ' . az axg
A= caxn ap ap+ entoncese determinante que reemplazaa @y, €sCpp =
8 - az as
31 ap axng
Continuando de esta manera se determina la matriz de los cofactores:
oz Az 1 ax a1 axp|0
- 1) & () ;
¢ ap agx az az az ap|+
C +
a a a a a | =
CofacA=S(- 1372 "B (4™ B (y™ BT
g a3 ax 43 azx 431 Qx| .
9(_ 1) dp a3 (- 1° a1 a3 (- 1)° d1 82|~
g ayp a dy ap dy aAx|g

Unavez determinada esta matriz, se la debe transponer para encontrar de esta manera la matriz adjunta.-

Debemos tener en cuanta que:

a

Alz—l.Ade

A

2 30
Ejemplo: Determinar lainversa de la matriz: AZEZ 0 4=

& 1 35

. Para lo cua se cculara antes que nada €

determinante de la matriz para ver s admite o0 no inversa:



1 2 3 1 2
A=[2 0 4 2 = (1.0.3)+ (2.4.1)+(3.2.1)- [(1.0.3)+(1.4.1) +(32.2)| = -2
1 1 3 1 1

por lo consiguiente como |A{ =-2® (]A{ 1 O) admite inversa.-
Determinamos a continuacion la matriz de los cofactores:

BV I I a2 00
Gl eof ] o
C > 3 1 | - 884 -2 29
Cofac.A=§(- 1)° (- 2)* j (- 2° 1?: -3 0 1
¢ 73 1 11+ L
&2 13 L 47 €8 e
R A B B i
e 1%}
24 -2 20 @24 -3 89
Porlo consiguientesi CofA=¢-3 0 1 :® (CofA) = AdjA=¢-2 0 2%
€8 2 -4 &2 1 -4

Con esta matriz ya estamos en condiciones de determinar la matriz inversa:

B4 -3 8D 2 5 40
A‘lz—zg-z 0 2:@ At=¢1 0 -17
4% 1 <

82 1 4ﬂ é‘l ) Zg

Queda solamente hacer la verificacion:. A.A° 1o

.0 D 3 -40 ..

1 Sé 2 3c+€e > 2 8& 0 06
AAN*=¢2 0 451 0 -1"=¢0 1 O0-
g 1 37%.1 1 25 & 0 15

Esta igualdad siempre se debe cumplir.-

10



