MATRICES

Definiciones previas:

VECTOR FILA —VECTOR COLUMNA
En genera, definimos un Vector renglén ndimensional  como un conjunto ordenado de n
nUmeros escritos como:

a1 0
g -
¢X2+
(; -

x5

Vector fila: (Xl;xz; ...... ; Xn) Vector Columna:

L os siguientes son gjemplos de vectores:

20

i)(3,6) Esun vector fila- ) gl— Es un vector columna
&5
En la definicion de vector se introduce un término muy importante que es “ordenado”, y es un

término esencia porque dos vectores con las mismas componentes pero ordenados de distinta forma, son
digtintos, tal como se muestra en € siguiente gemplo:

(12:3)* (320
PROPIEDADES DE LOS VECTORES

Propiedad N° 1 Dos vectores columna o fila son iguales s y solo s tienen € mismo nimero de
componentes y sus componentes correspondientes son iguaes:

@.19 @19
a=cay+ ; b=cby+ sonigudessysdlos a;=b; ; a, =b, ; azg =bg
30 &b3

Propiedad N°2: Lasuma de dos vectores se define como:

24 0 aby 0 8@1+b19
a=cay+ ; b=chy+ ® a+b=cap+by+

&3 5 &bs o &g +bs
Propiedad N° 3: Multiplicacién de un vector por un escalar
x4 9 ﬁalg
a=cap+ sea:aunescdar ® aa=caaz+
&3 5 &aa; o

Propiedad N° 4: Producto escalar de dos vectores
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A
a=cay+ ; b=cby+ d producto estérepresentado por: ab=ay.b; +ay.by +az.bs
&3 &3 g

Notamos que e producto escalar de dos vectores da como resultado un escalar (esto es un
nimero). Pero se debe advertir que cuando hacemos un producto escalar entre dos vectores, 10s mismos
deben tener la misma cantidad de componentes. Y se efectlia generamente el producto entre un vector
filay un vector columna:

ab; O
(ar;az;a3)ch, s=agby +ayb, +aghy
&3 5
Sobre la base de todo o definido anteriormente podemos ya definir y entrar en e andlisis de las
matrices.-

MATRICES—-CONCEPTO
Definicion:

Se denomina matriz de (m x n) atodo ordenamiento rectangular de nimeros reales distribuidos

enm filasy en n columnas.

Todos estos nimeros contenidos dentro de una matriz se denominan componentes de la matriz
donde:

m: NUmero defila
n: NUmero de columnas

Las matrices se designan con letras mayUsculas de imprenta:A;B; C .-

281 - PO YT 25 O

En la matriz genérica presentada podemos ver que cada componente tiene dos subindices. El
primero de dlos indica e nimero defilay € segundo € nimero de columna.



Otra forma de simbologia utilizada es la siguiente:

Definicién

Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros de la forma:

a,  4n 4 a,,
Gy Ay Ay ay,
;) Ay Ay as,
a a a a

Los ndmeros a,,, a,,, ds,-..,4; reciben el nombre de elementos de la matriz. Para simplificar la notacion, la matriz se
expresa: A = (a;). El primer subindice de cada elemento indica el renglén, y el segundo la columna de la matriz donde
se encuentra el elemento.

¢ G G C,
a, a, a5 .. a,| R,
Ay Gy Ay ... 4, | R
a,, — Columna — ap Ay .. ay, | R,
Renglon aml amZ am3 amn Rm
.
Ejemplos

Sea la matriz

-2 1 6
A= -3 4 -5
1 6 -7
-4 0 1
Determina: a,,, a,, d; y Gy,
Solucion
a,,: es el valor que se encuentra en el renglén 2, columna 1, es decir, a,, =— 3

a,,: es el valor que se encuentra en el renglén 2, columna 2, es decir, a,, = 4
ay;: es el valor que se encuentra en el renglén 3, columna 3, es decir, a,;; =—7
a,y: es el valor que se encuentra en el renglén 4, columna 3, es decir, a,; = 1

En general, se utilizara indistintamente la simbologia

MATRIZ CUADRADA:

Se identifica como matriz cuadrada cuando tiene la misma cantidad de filas que de columnas,
vaedecir m=n
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gan a0 a3 0
Ejemplo: A = (;3.21 do dog + ® A(3X3)

8331 Az ag g

MATRIZ RECTANGULAR

Se identifica como matriz rectangular cuando no tienen la misma cantidad de filas que de
columnas, vaedecir: m?! n

R a a3 0 8@11 Pz ?
Ejemplo: A(2x3) = gall a12 a13 T B(3x2) =¢by b2 -
21 22 239 8b31 b32 B

IGUALDAD DE DOSMATRICES

Se dice que dos matrices son iguales cuando ademas de tener la misma cantidad de filas que de
columnas, tienen los mismos elementos.-

A = 8y app a3 9 B = abyy b1, b3 9
gaﬂ axp axn g gb21 bo b2 g

S:A=Bb allzbll ;a12:b12 ;a13:b13 ;321:b21 ;322:b22 ;a23:b23 ;

MATRICESESPECIALES
DIAGONAL PRINCIPAL
Esta matriz se determina con los elementos que cumplen la condicion: aj; s i =] enel caso

dequesecumpla aj; =0d it j

N1 0 0 9
Dada la matriz A=c0 ax» 0 = se denomina diagona principa la formada por
&0 0 agmg

loselementos. aqq;a9; a3

MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR
Para definir esta matriz debemos primero plantear una matriz dada en forma general de la

forma
211 a2 a3 0
A= gam 322 3.23 -
&g agp ax g

La matriz triangular superior quedara conformada por los elementos que cumplan con la
siguiente condicion: @ S i3 jcon a; | Ry @; =0 s i<]



@1 ap a3 0

G
A = (;;0 ax 323—
&0 0 amg

MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR
Se define como tal la matriz formada por los elementos que cumplen la condicién

a; Sifj conalR;a =05 i>]

_G -
A = gazl_ doy 0 =
8331 az ax g

MATRIZ IDENTIDAD
Los elementos de la misma adoptan un valor determinado segin cumpla las siguientes

o tag=1 8 0=
. LS
condiciones. |
Taij =0 9 il

@ 0 006
A= 1 o:
0 0 1
MATRIZ NULA

Se denomina como tal la matriz donde todos sus elementos son nulos, vale decir que los mismos
cumplen lacondicion: &;; =0

® 0 05
A=0 0 o:
&0 0 0y
MATRIZ TRANSPUESTA
Cada matriz tiene una transpuesta que tiene propiedades similares alas de la matriz original.

Definicion:

Sea A unamatrizde M X N entoncesla transpuestade A se escribe AT y eslamatriz n Xm

obtenida intercambiando las filas y columnas de A.

@ ap &30 @u A A 0
A= gaZL 822 a23 — ® AT = galz 8.22 8.32 —
&ag az ax g a3 ax ag g

Ejemplo:



2 2 30 2 4 39 2 490

6 _ ) g
A=g4 5 7@ AT=g2 5 .21 B=¢ %9B8T =2 52
- - 4 5 7@ -

8 -2 1 8 7 15 &8 75

ALGEBRA DE MATRICES:
SUMA O DIFERENCIA DE MATRICES:

La suma o diferencia de dos matrices Ay B representada por (A+B) , es otra matriz de igua
orden que A y B que se obtiene sumando las componentes homélogas de A y B

(a;an a a3 0 a1 by b3 0
A= (;3.21 ax aog + B :(}bZL b22 b23+
&g azx ag g &bz bz bss

aap thby ap+bp  ap+bid
A+B:(;321+b21 322+b22 323+b23+
Gz +by ap+by am+tbmy
Ejemplo:

>
I
@
N
Ul
Q-0
vs)
I
@D
N
D
w
SRR
)
>
W
I
D
o)
Q-

PROPIEDADESDE LA SUMA DE MATRICES

1) (A+B)+C=A+(B+C

2) A+0=A

3) A+(-A)=0

4) A+B=B+A

5 a(a+b)=aA+aB

6) (ky+ky)A=kiA+kp,A  kik,T R

7) (klkZ)A:kl(kZA) kl,k2T R

8 (A+B)T =AT +BT
(

9 (kAT =kAT



MULTIPLICACION DE UNA MATRIZ POR UN ESCALAR:

S A esunamatrizde(mxn),y s a esun escalar, La matriz que resulta de multiplicar ese
escalar por la matriz es la formada por todos los elementos de la matriz origina pero multiplicados por
dicho escdar:

@1 ao a3 9 a@a aaj aas 9
aA =aA =cay axn ap+® aA=A=caay aaxn aaxy +
8331 az ax g 833-31 aagz aag g
Ejemplo:
& -1 390 &t -2 60
SeaiA=¢5 0 2:®2A=¢10 0 4%
&2 3 55 &4 6 104

PRODUCTO DE MATRICES:

Para redlizar € producto de dos matrices se debera tener en cuanta antes que nada las
dimensiones de las mismas. Esto significa que si deseamos multiplicar dos matrices como por g emplo:

A :(mxn) :B:(pxq)

Para hacer € producto se debe tener en cuanta lo siguiente:
iAXB=C® n=ppb C:(mxaq)
%BXA =C® gq=mb C:(pxn)

Con esto podemos claramente ver que e producto de matrices en general no es conmutativo. O

sea que en generd podemos decir que A.B 1 B.A . En ocasiones puede suceder que A.B=BA ,
pero estano es unaregla, sSino que es una excepcion . Esto se puede ver con un gemplo:

a1 a a3 0 6@11 b1 b1z 0
A= (;8.21 doy 823— B= gb21 b22 b23—
Sy az az g &bay bz bz g

Se pide calcular € producto A.B = C:

6@11 0 adp 0 a3 0
Cn = (311 dp a3 )(;bzlf Cp = (311 Ao 3 )(;bzzf Ci3 = (a11 app a3 )(;bzsf
&by &by g &bz g



a1 0 adp 0 a3 0
Cxn :(321 a» 323)9b21; Cx :(321 a» a23)§b22; Cx :(321 ax azs)gbzsé
&3 5 &bs, 5 &b
a1 6 oy O o3
Cx = (aa ag ass)gbzlé Cp =(aq ap aas)gbzzé cx = (a1 ap ag gbzsé
&by 5 &b, 5 &bz

Unavez realizado esto se conformala matriz solucion:

a1 Cr2 Cy3 0
C=AB :QC21 C22 C23+
&Cy Cap Css g

Ejemplo:
el 26
; + JA(2x2
Azg 412 B=¢- 1 0+®iB(3 2)
%) 85 35 1 B(3x2)

_ _ _ _ i AXB = Noexiste
Al ver las dimensiones de estas dos matrices podemos apreciar que : |

i BXA =C(3x2)
el 206 &8 90
c=S, o2 b_¢ *
_Q_ :gg 4;—(;-2 -1—
§5 35 g g19 175

2 |

BxA C +

& 45
sl 26 d1.2+23) (L1+24) 0 28 96
24 - é L,j k-1 =
¢ N é a ¢ =
-1 0 §-12+03) | (-11+04)0=%-2 -1~
¥ . e u ¥ .
¢ N é u ¢ N
§5 35 | @52+33 | (51+34){ §19 174




PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE MATRICES

1- Ley Asociativa: Sean A(nxm) ; B(mxp) ; C(pxq), entonces esvdidalaley asociativa

A(B.C) =(A.B).C

2- Ley Digtributiva para la multiplicacion de matrices. Si las siguientes sumas y productos estan
definidos, entonces:

A(B+C) =AB+AC y (A+B)C=AC+BC

ECUACIONESMATRICIALES

Con las ecuaciones matriciales se debe proceder en forma andloga a cuando nos dan una
ecuacion de primer grado con una incognita, la Unica diferencia es que en estos casos se tiene que las
incognitas son matrices en lugar de nimeros reales. La mejor forma de entender es mediante un gjercicio
de aplicacion:

Ejemplo:
-3 00
EA+3X:X Siendo:Azé% N
3 Gl 1 o~
ez %)

En este caso podemos ver que A es una matriz conocida de ( 2 x 3) , entonces para que esté
definida la suma de matrices planteada en la ecuacion matricial dada, X debera ser también de orden (2 x
3), despgiando X tendremos.

EA+3X:X® 3X-X:-EA® 2X:—gA® X:—EA
3 3 3 3

& -3 00 22 -1 00

% =. 1¢3 e x=6¢ ° -
1 = 1 =

335 -1 2@ 8‘ 6 3 6@

Ejemplo:
Sea € sistema de ecuaciones matriciaes:;

i ® -60
:|:A-ZB:§2 N

i 5 1 0
|

i2ATB=k I

| 5 29



En este caso se puede ver que |os términos independientes son matrices de (2 x 2) entonces las
incognitas A y B también lo seran. Si aplicamos por geemplo e método de sustitucion tendremos:

#® -60 2 60

A-ZBzé2 T® A=G, T+2B (1)
5 1p 5 1g
Reemplazamos esta igualdad en la segunda ecuacion:
&0 66 U A& 35 @ -3¢ B 30
2&, %+ZBL,J+B:§l _1;® 1 l%+B+B:§l 7=
5 7] 8] 5 20 5 20 5 20
@ 30 @® -39 ) o & 60
zszgl 7:-§1 L I® ZBzg T® B:%g T® B:%%
5 20 & 2o 0 -4p 0 4o 0 -2
De esta manera se determina una de las incognitas, que reemplazamosen (11)
® -6 30 ® 60 4 60 B 00
At z+2§ ® AL Ok 5
5 lg & -25 5 1y &0 -4p 5 35

De esta manera quedan determinadas las dos matrices que verifican € sistema matricia dado
originalmente:

@ 00 30
A=§ T BZE%O T

'Zb

alno
1

MATRICESINVERSIBLES
Lainversa e una matriz se puede encontrar en la medida que sea cuadrada.

Definicion:

Sedicequeunamatriz A esinversible s existe unamatriz B con la propiedad e que:
AB=BA =1 Sendo | lamatrizidentidad

S se denomina como A1, la matriz inversa de A, significa que : AA =15
. a bo & Y0 .
consideramos que A = gc = y supongamosque A " = = donde consideramos que
dg Z Wg

(X; y; z, w) son lasincognitas que deberemos determinar y que pertenecen ala matriz inversa.-

10



) @ b 0 a8 00
AAT=1® S = =
o dE w05
Luego s realizamos € producto indicado tendremos:
aaX + bz ay+bwo a8 00 _ _
== = en esto se plantea unaigualdad de dos matrices u para
cX +dz cy+owg &0 1
cumplir la misma debemos plantear:
jax+bz=1 jay +bw =0
%cx+dz:0 }cy+dW:1

Vale decir que quedan formados dos sistemas de dos incognitas cada uno que podra ser resuelto
por cualquiera de los métodos conocidos.-

Ejemplo:
a 20 ] X 0
Dada_'A=g3 = determinar A 1= yi
4 I} Z W g
Planteamos & producto:
a&x Yo
Z Wy

B 20| ex+2z y+2wo_a 00
53 45 g?.x+4z 3y+4w,+3_go 15

Se formalos siguientes sistemas:
ix+2z=1 iy+2w =0
%3x+4z:0 %3y+4W:1

Se resuelven los sistemas por cualquier método conocido y resulta:

4
X=—® x=-2 z:-§
-2 2
- 1
=——®vy=1 wW=-=
y=—®y >
4 ®2 1o
Con estos valores queda determinadalamatriz inversa: -~ A :é 3 1+
2 T2

11
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Se resuelven los sistemas por cualquier método conocido y resulta:


