ALGEBRA VECTORIAL

Un sistema de coordenadas tridimensional se construye trazandoe un eje Z, perpendicular en el origen de
coordenadas a los ejes X e Y.

Cada punto viene determinade por tres coordenadas P(x, y, z).

Los ejes de coordenadas determinan tres planos coordenados: XY, XZ e YZ. Estos planos coordenados dividen al espacio
en ocho regiones llamadas octantes, en el primer octante las tres coordenadas son positivas.

Vector en el espacio

Un vector en el espacio es cualquier segmento orientado que tiene su origen en un punto y su extremo en el
otro.




Modulo de un vector

El moédule de un vector es la lengitud del segmento orientado que lo define.
El moédule de un vector es un nidmero siempre positivo y solamente el vector nule tiene mdédule cero.

Calculo del médulo conociendo sus componentes

U= [ulJ Uy, u3)

|E| = yug® st

Dados los vectores o= (3}14—1) y ;=(2}3F 4) , hallar les médulos de m y

| S S
o] = 3+ 27  (-1)" = VAT

|F| -2 +3 +(4)° - 29

Vector unitario

Un wvector unitario tiene de médulo la wunidad.

La normalizacién de un vector consiste en asociarle otro vector unitario, de la misma direcciéon y sentido que el
vector dado, dividiendo cada componente del vector por su médulo.
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Operaciones de vectores en el espacio

Suma de vectores

Para sumar dos vectores se suman sus respectivas componentes.

U = (uy, s, ) Vo= (v, Vs vs)

Lt = [l g L Y L Y

Ejemplos
1. Dades o = (2,1, 3), v = (1, —1, 0}, w = (1, 2, 3), hallar el vector ; = 2u + 3Iv — w.
% =14, 2,86) + (3, -3, 0) - (1, 2, 3) = (6 -3, 3)

2. Dados los vectares i = (2J 4{5) Yy v= (3}1,2) , hallar el médulo del vector [ —y

U-v=(2,4,5)-(31,2)=(-1,3,3)

= v| = -1 +32+ 3 = 419




Propiedades de la suma de vectores

1. Asociativa

2. Conmutativa

3. Elemento neutro

4. Elemento opuesto

Producto de un ndimero real por un vector

El producto de un nimero real k € B por un vector J es otro vector:

+ De igual direcciéon que el vector J
+ Del mismo sentido que el vector a si k es positivo.

4+ De sentido contrario del vector U si k es negativo.

+ De madule |k||5|

4+ Las componentes del vector resultante se obtienen multiplicande por K las componentes del vector.

kel = (kuy +ku, +kuy)




Propiedades del producto de un nimero por un vector

1. Asociativa
k- (k- G )=(k-Kk)- J
2. Distributiva respecto a la suma de vectores
k-( 5 + v )Y=k- § +k- g
3. Distributiva respecto a los escalares
(k + k) - ¢ =k- g +k- g
4. Elemento neutro
1o 5 o= G
Dado v = (&, 2, 0) determinar a de modo que sea 3 J =

v

=<t

Combinacién lineal

Una combinacién lineal de dos o mas vectores es el vector que se obtiene al sumar esos vectores multiplicados

por sendos escalares.

Cualquier vector se puede poner como combinacién lineal de otros que tengan distinta direccion.

w=2U+3Vv

Esta combinacién lineal es dnica.




Base

Tres vectores T v ¥ ™ con distinta direccidn forman una base, porque cualquier vector del espacio se

puede poner como coembinacion lineal de ellos.
X =&l + by + i

Las coordenadas del vector respecto a la base son:
= (a,b,c)

Base ortogonal
Una base es ortogonal si los vectores de la base son perpendiculares entre si.

Base ortonormal

Una base es ortonormal si los vectores de la base son perpendiculares entre si, y ademas tienen médulo 1.

Producto escalar

El producto escalar de dos vectores es un nimero real que resulta al multiplicar el producto de sus médulos
por el coseno del angule que forman.

U-V=|U|-|V|-C05a’

Expresion analitica del producto escalar

=]
<1
Il

Uy LY ULV, U LY

Hallar el producto escalar de dos vectores cuyas coordenadas en una base ortonormal
son: (1, 1/2, 3) y (4, —4, 1).

(1, 1/2, 3) - (4, -4, 1) =1 -4 + (1/2) - (-4) + 3 -1 =4 -2+ 3 =35




Expresion analitica del mdédulo de un vector

e . 2 2 2
|u|= JU-u = \/ul- U+ Uy H Uy = q{ul + U+ Uy

Hallar el valor del médulo de un vector de coordenadas o = (=2, 2, 5) en una base

ortonormal.

o] = (-3)" +2°+ 5 = o+ 4+25- 38

Ejemplo:

Expresion analitica del angulo de dos vectores

Uy Wy U, Vo Uy

Julz U U \/vlz 1t vy

Cosa=

Determinar el angulo que forman los vectores J = (1, 2, —3) y ;; = (-2, 4,

1).

oSa = 283 = S -2
Ejemplo: \h +d+9Jd+16+1 421 7B

]=79.92°

3
o =arc cos| ——
[w%

Vectores ortogonales

Dos vectores son ortogonales si su producto escalar es 0.

v =0u . v, +u,.v, +u, v, =0

Calcular los valores x e y para que el vector (x, y, 1) sea ortogonal a los vectores (3, 2,

0) v (2, 1, —1).

(x,v,1) 1(3,2,0) Sx+2y =0
|[Ejemplo:

(<, v,1) L (2,1,-1) Zx 4y —-1=0

x =2 ¥ o= -3




Propiedades del producto escalar

1. Conmutativa

ey
<I
I

<
ey

2. Asociativa
k(G V)=(k-G)7

3. Distributiva

U-(V+W =u-v+u-w

4. El producto escalar de un vector no nulo por si mismo siempre es
positivo.

ux0=u-ux>0

Interpretacion geométrica del producto escalar

El productoe de dos vectores no nulos es igual al médule de uno de elles por la proyeccion del otro sobre él.

€OS a= 94 OA'=|u .COS a

-
OA' es la proyeccion del vector J sobre v, que lo denotamos como: Proy.u
v




Cosenos directores
En una base ortonormal, se llaman cosenos directores del vector J = [x, ¥, 2z}, a2 los cosenos de los dngulos que

forma el vector 0 con los vectores de la base.

X

NPSERERS &

o5 =

_ Y

CO5 P = ———
B 2 2 2
X" +y¥y "+ 7

e

JxE+y?+ 22

sy =
cos? o+ cos? B+ cos? v=1

Determinar los cosenos directores del vector (1, 2,

-3).
cosg-_ L+ 1

12 +22 (-3 V14

08 pe 2 2

(L2422 4 (-3)° 14

Ejemplo:

oos-yz_i3=__3

Jre27 (3 14




Producto vectoria

El producto vectorial de dos vectores es otro vector cuya direccién es perpendicular a los dos vectores y su
sentido seria igual al avance de un sacacorchos al girar de u a2 v. Su moédulo es igual a:

U'XV|= |u||v|senoa

El producto vectorial se puede expresar mediante un determinante:

— o wusle |y ws|e oy Us|
UXV =l Up Ug|= v2 v3 i- vl v3 vl v2 k
v, v, v 2 V3 1 Vs 1 V2
uxv

o)
It
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w
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Calcular el producto vectorial de los vectores

2).

7K
— - 2 3+ |1 3~ |1 2|~
uxv:123:121—12}+11 =
12

Dados los vectores a:3 _}+E ¥ \?: +}+E , hallar el producto vectorial

<4

de dichos vectores. Comprobar que el vector hallado es ortogonal a a ¥

Ejemplos:

10




ux;j }1 i“ll }E 1}4‘? R aioyeak
1 1 1
(vxv)Llu (-2,-2,4)+(3,-1,1)=-6+2+4=0
(JXJ)J_; (-2,-2,4)-(1,1,1)=-2-2+4=0
El producto vectorial de LTX\_; es ortogonal a los vectores J ¥ ;

Area del paralelogramo

Geométricamente, el médulo del producte vecteorial de dos vectores coincide con el area del paralelograme que

tiene por lados a esos vectores.

A= il = [ |sen = [ x7]

Dados los vectores g = (3}1}—1) ¥ \7:(2}3J 4) . hallar el drea del paralelogramo

que tiene por lados los vectores l:" ¥ v

- i ok
Ejemplo: - 1 -1 B 1= 3 1= =+ = _-
N - uxv=3 1 -1= i- J+ k=7i-14j+7k
> 3 3 4 2 4 2 3

A= |U'x§| =72 414% 472 = 2042
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Propiedades del producto vectorial

1. Anticonmutativa

3. Distributiva

[
P
<1
+
E])
It
sl
P
<4
+
o
”
=3

4. El producte vectorial de dos vectores paraleles en igual al vector nulo.
u I v = u X ¥y =0
5. El producto vectorial J X v es perpendicular a a y a ;,'

Producto mixto

El producto mixto de los vectores J R ; ¥ w es igual al producto escalar del primer vector por el

producto vectorial de los otros dos.

<1
=3

El producto mixto se representa por [ L_; ,

[, v,w]=u-[vxw)

+ Calcular el producto mixto de los vectores:

g=-(2-1,3) v-(0,2-5) w=-(1-1,-2)

PJok
Ejemplos: | vxw=|0 2 -5|=-0i 5] 2K
1 -1 -2

u(vxw)=(2,-1,3)(-9,-5,-2) = -18+5-6=-19
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Volumen del paralelepipedo

El valor absolutoc del producto mixto representa el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son tres vectores que
concurren en un mismo veértice.

— —F

» Uy Weon vectores tridimensionales, entonces | u- (U X w) |es igual al volumen del paralelepipedo

=1

Si

b
r-

U, 0

definido por u,

Paralelepipedo determinado por tres vectores

Asi, la norma de un producto cruz representa el valor de un area, mientras que la norma de un producto mixto representa un
volumen.

La demostracién procede observando que

|G - (T % )| = |#||T x || cos ]

donde Fes el angulo entre los dos vectores 1y T > U,

Diagrama para demostrar la interpretacién geométrica.

Por otro lado | U X w| - | t‘;'| |1U| | sin t:]"|corresponde al area del paralelogramo que forman los vectores U, t"*ry ¥
es el angulo entre ellos.

Asi, reordenando los factores el producto tenemos:

G- (T x )| = (||| cosb|)|Tx @] =h- A=V

donde fles Ia altura del paralelogramo, como indica la figura, Aesel area del paralelogramo de la base y Ves el volumen
del paralelepipedo.

La interpretacién geométrica anterior proporciona un tercer criterio geométrico de estilo similar a los sefialados para los

otros productos.

TR C 1
Tres vectores u-‘ U 1 w son coplanares S1y s6lo si
- (Uxw)=0
Lo anterior se sigue de que el volumen del paralelepipedo tendra volumen cero si y s6lo si los vectores que los definen

estan en un mismo plano.
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http://es.wikipedia.org/wiki/Coplanar
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Paralelep%C3%ADpedo_determinado_por_tres_vectores.svg
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